TEORIA DE ANILLOS. CURSO 08/09
RELACION 3

1.- Si M es un R-mdédulo por la izquierda, denotamos por E(M) a la envolvente inyectiva
de M.

(i) Pruébese que My ® My <. E(M;) @& E(M,) y dedtzcase que E(M; & My) = E(M;) ®
E(Ms,).
(ii) Pruébese que, para cualquier natural n, E(®!,M;) = &, E(M;).
(iii) Sila suma directa no es finita, el resultado anterior no se tiene en general: Sea {F}, }nen
una familia de cuerpos, y llamemos R = Il,enF,,. Encuéntrese una familia {7, },en,

con I, ideal de R, tal que F(®nenly) # BnenE(1,).

2.- Prueba que un anillo R es noetheriano por la izquierda si y sélo si E(®M,) = ®E(M,),
cualquiera que sea la coleccién {M,} de R-médulos por la izquierda.

3.- Determina la envolvente inyectiva de nZ.

4.- Prueba que un R-moédulo por la izquierda M es noetheriano si y sélo si todo submaédulo
de M esta finitamente generado.

5.- Prueba que si un endomorfismo de un médulo noetheriano (artiniano) es un epimorfismo
(monomorfismo), entonces es un isomorfismo.

6.- Sea R un dominio de integridad.

(i) Prueba que si R tiene un ideal por la izquierda minimal, entonces R es un anillo de
division.
(ii) Deduce que un dominio artiniano por la izquierda debe ser un anillo de divisién.

7.- Prueba que en un anillo unitario artiniano por la izquierda, todo ideal por la izquierda
nil es nilpotente.

8.- Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo F, T una aplicacién lineal de V en V| y sea
Fz] el anillo de los polinomios con coeficientes en F' en la indeterminada z. Entonces V' es
un F'[z]-mdédulo si definimos:

(ap + a1z + ...+ apz™)v =apv + a1 Tv+ ...+ a,T"v.

(i) Supongamos que V tiene una base numerable {v;, vy, ...}, y sea T la transformacién
lineal tal que Tw; = 0, Tv; 1 = v; sii = 2,3,.... Prueba que V, como F[z]-médulo
definido segtin 7', es artiniano.

(ii) Sea T" la aplicacién lineal de V' tal que T'v; = v;11, @ = 1,2,3,... . Prueba que V

como F[z]-médulo definido segin 7" es noetheriano.

9.- Sea M un R-médulo por la izquierda que admite una serie de composicién, y sea N un
submédulo de M. Prueba que existe una serie de composicion en la que uno de los términos
es N. Deduce de aqui que N y M/N admiten series de composicién.

10.- Di si el siguiente enunciado es verdadero o falso, y razona la respuesta: “Un R-mddulo
por la izquierda M es simplesi y sélo si M = R/I, cualquiera que sea el ideal por la izquierda
maximal I de R.”



11.- Sea M un R-mdédulo por la izquierda que admite una serie de composicion, y sea N
un submdédulo de M. Llamemos longitud de M, [(M), al nimero de factores menos 1 de
una serie de composicién cualquiera de M.

(i) Prueba que [((M) =I(N) +I(M/N).

(ii) Demuestra que si N’ es otro submoédulo de M, entonces:

(N +N') = I(N)+I(N") = (NN N").

12.- Sea A un algebra sobre un cuerpo F' generada por un elemento nilpotente z. Prueba
que A es local.

13.- Sea f un endomorfismo de un R-mddulo por la izquierda artiniano y noetheriano
M, y supongamos que M = My & M, donde My y M; son submddulos de M invariantes
por f (f(M;) C M;) tales que f|p;, es nilpotente y f|a;, es un automorfismo. Prueba que
My = f~(0) y My = f>(M).

14.- Prueba que si R y S son dos anillos locales y M,,,(R) = M,,(S), para ciertos naturales
myn,entonces m=ny R=S.

Indicacién: Usa el Teorema de Krull-Schmidt.

15.- Un anillo R se dice Dedekind-finito (finito segin Dedekind) si ab = 1 implica ba = 1
(para a,b, € R). Prueba que si un anillo R es noetheriano como R-médulo por la izquierda,
entonces es Dedekind-finito.

16.- ;Cuaéles son los Z-moédulos semisimples?

17.- Sea V un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo K, y sea R = Endg (V).
Prueba que V' considerado como R-moédulo por la izquierda de la manera natural es simple.
.Y sisustituimos K por un anillo de divisién? ;Y si no suponemos la hipétesis de la dimension
finita?

18.- Con este ejercicio probamos que el reciproco del lema de Schur no es cierto.
Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K, y sea {e1, e5} una base. Sea
R ={f € Endx(V): fer = aey, fea = Ber +ve2, «, 8,7 € K}.
(i) Prueba que R’ es un anillo.
(ii) Prueba que V, considerado (de manera natural) como R’- mddulo, no es simple.
(iii) Prueba que el anillo Endg (V) es el cuerpo formado por las multiplicaciones escalares
Ao | T — o,

19.- Demuestra que un médulo semisimple es artiniano si y sélo si es noetheriano.



