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17. El modelo de Ramsey

@ Modelo de crecimiento éptimo. Equilibrio como resultado de las
decisiones de familias y empresas.
@ Senda 6ptima de consumo. Ahorro endégeno.

@ Maximizacién de beneficios de las empresas.
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17. El modelo de Ramsey

@ Tamafio de la poblacién:
Li’ = Lf—l(l + n) (1)

donde n > 0 es la tasa de crecimiento de la poblacién. En términos
generales tendriamos:
Lt = L0(1+n)t (2)

donde Ly es la poblacion en el momento inicial 0, que lo vamos a
normalizar a 1 (Ly = 1). Entonces resulta que:

Le=(1+n)f (3)

@ Definimos el consumo per cépita:
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17. El modelo de Ramsey

@ Funcién a maximizar:
-
maxXx El’ Z ﬁtU<Ct)Lt (5)
ctlilo  t=0
donde B € (0,1) es el factor de descuento, que definimos como,

1
ﬁ_1+9

siendo 8 > 0, la tasa de preferencia subjetiva intertemporal.
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17. El modelo de Ramsey

e El problema, utilizando la expresién (3) lo podemos escribir como:
T
max Y B(1+n)"U(c) (7)
{ee}520 t=0

Equivalentemente, utilizando la expresién (6), el problema a
maximizar seria:

> (1) @ v ©

max —
{ee}2o im0 \1 + 0
donde el factor de descuento vendria dado por la expresién:
1+n\°f
(9)
140
@ Cuando tenemos crecimiento de la poblacién tenemos que imponer la
siguiente condicién: 6 > n.
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17. El modelo de Ramsey

@ Restriccidn presupuestaria:
Ce+ I = Wely + ReK: (10)
siendo la ecuacién de acumulacién de capital:
Kiy1 = (1—=0)Ke + I (11)

Sustituyendo la ecuacién de acumulacién de capital en la restriccidn
presupuestaria, ésta puede definirse como:

Ct+Kt+1 = WtLt+(Rt+1_(5)Kt (12)

Ahora, procedemos a escribir la restriccion presupuestaria en términos per
cdpita, donde:

k= (13)
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17. El modelo de Ramsey

e Multiplicando y dividiendo la restriccién presupuestaria (12) por la
poblacién resulta:

G Kiy1 Wili+ (Re+1-90)K;
ot - 14
L + L; L; (14)
lo que supone que:
Kiv1
Cr + = Wt+(Rt+1—5)kt (15)

L
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17. El modelo de Ramsey

Estructura del modelo de Ramsey
Funcién de utilidad de los consumidores U = U(()
Restriccion presupuestaria G+l = Wil + R K:
Stock de capital inicial Ko >0
Ecuacién de acumulacién de capital Kiv1 = (1—0) Ky + I
Funcién de produccién Y: = AtF (K Lt)
Tasa de crecimiento de la poblacién Ly =Li—1(1+n)
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17. El modelo de Ramsey

@ Vamos a parametrizar las preferencias. Funcién de utilidad

logaritmica:

U(et) =Inc (16)

El problema del consumidor consistiria en resolver el siguiente problema:

T t
1+n
max Inc 17
{Ct}fot;J(l"i‘G) ' (17)
sujeta a:

Ct+(1+n>kt—+1 = Wt+(Rt+1_(5>kt (18)

dado un kg > 0.
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17. El modelo de Ramsey

@ La funcién auxiliar de Lagrange seria:

T /14+n\'
L = < ) Inc (19)
t;) 1+6 '

—)\t [Ct + (1 + n)kt+1 — Wt — (Rt‘ + 1-— (S)kt] (20)

Las condiciones de primer orden, para t =0,1,2,..., T, serian las
siguientes:

oL 1+n\'1
b (1+9> o M= (21)
oL
/\t+1(Rt+1+1—5)—)\t(1+n) =0 (22)
Okii1
oL (Re+1-90),
aiAt . Ct —|— kt+]_ - Wt - Wkt — 0 (23)
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17. El modelo de Ramsey

@ De la primera condicién de primer orden obtenemos:

1+n\"1
v=(155) = (24)

Sustituyendo el valor del multiplicador de Lagrange en t y en t+1,
en la segunda condicién de primer orden, resulta:

1+n\ 1 14+n\!1
R 1— = (1 — 2
(Hg) (R +1-9) = +n>(1+9) Lo

y simplificando:

1 1 1
—~ (R 1-6) == 26
1+9Ct+1( et ) Ct ( )
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17. El modelo de Ramsey

@ Resultando en la siguiente ecuacién dindmica para el consumo per

capita:
(Rt+1 + 1 - 5)
= 27
Ct+1 110 Ct ( )
o equivalentemente:
ctr1 = B(Rer1 +1—9)ce (28)

José L. Torres (Universidad de Mdlaga) Clase 17: El modelo de Ramsey Macroeconomia Avanzada 12 / 22



17. El modelo de Ramsey

@ En términos del consumo agregado, esta ecuacién serfa:

G G
“L = B(Ren +1-0)" (29)
Liya L
o equivalentemente,
Cir1=PB(Rey1+1-0)(1+n)C (30)
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17. El modelo de Ramsey

@ La empresas maximizan beneficios sujetas a la restriccion
tecnoldgica:En términos generales la empresas maximizan los
beneficios, I1;, sujetas a la restriccién tecnoldgica:

maXHt = Yt’ — th—t — Rth (31)
donde la funcién de produccién es:

Y, = AcF (K, Ly) (32)
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17. El modelo de Ramsey

@ El problema para las empresas en términos per capita seria:
max 7ty = Yy — Wt — (Rt+(s)kt (33)
@ siendo la funcién de produccién intesiva en capital:
Yr = Atf(kt) (34)
@ Ahora las empresas maximizarian respecto al stock de capital per

capita:
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17. El modelo de Ramsey

@ Por tanto obtenemos:
Atfk(kt) = Ri’ + 5 (36)

o El salario de equilibrio lo obtendriamos como:

we = Aef (ke) — keAefi(ke) (37)
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17. El modelo de Ramsey

@ Funcién de produccién Cobb-Douglas:
maXx 7ty = Atk? — W¢ — Rtkt (38)
Condicién de primer orden:

ar _
% = wAKL - R, =0 (39)

De la expresion anterior obtenemos que la productividad marginal del
capital per cdpita es igual al tipo de interés real:

WAL = R, (40)

o lo que es lo mismo la retribucién al capital es una proporcién « de la
produccién:

Rtkt = [th (41)
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17. El modelo de Ramsey

@ Dado que la maximizacién de beneficios la realizamos en términos per
cdpita, no disponemos de una condicién de primer orden respecto al
empleo. En este caso el salario de equilibrio lo obtendriamos como la
diferencia entre lo que se produce y la parte de produccién que va
destinada a retribuir al stock de capital per cépita, tal y como lo
hemos definido anteriormente, por lo que vendria dado por:

Wy = Ark® — ke Ack® ™t = Ackd — a Ak = (1 — )y, (42)
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17. El modelo de Ramsey

o El equilibrio competitivo. Partimos de la ecuacién dindmica para el
consumo per capita, que viene dada por la expresion:

ct41 = P(Rey1+1—=10)ce (43)
Sustituyendo el valor de equilibrio para el tipo de interés resulta:

cei1 = B(aAri 1k +1—0)c (44)
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17. El modelo de Ramsey

@ Por otra parte, la ecuacién dindmica para el stock de capital per
capita la obtenemos a partir de la restriccion presupuestaria del
individuo. Sustituyendo los valores de equilibrio para el tipo de interés

y el salario:
e+ (14 n)kerr = Ark® — a Ak + (0AkS 41— 6k, (45)
y reordenando términos llegarfamos a:

Ct + (1 + n)ktﬂ = Atkéx + (1 — OC)kt (46)
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17. El modelo de Ramsey

@ Estado estacionario: Partiendo de la condicién dindmica para el
consumo per cdpita, en estado estacionario obtenemos:

1=B@AK " +1-0) (47)

de la cual obtenemos que el stock de capital per cdpita en estado

estacionario es: .
— 1-B+po\«1
k= —F—-—" 4
(") (48)
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17. El modelo de Ramsey

@ A partir de la condicién dindmica para el stock de capital per cdpita
en estado estacionario resulta:

T+ (14+n)k = (1 —a)AK" +0AK" + (1 —6)k (49)
y operando resulta que:
c=Ak" —(n+d)k (50)

Por lo que el consumo per cdpita en estado estacionario vendria dado por:

c=a(EEEENT (o) (LEEE)T ey
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